Correction du devoir surveillé n°7

Probléme I : somme d’une série alternée

1
PournGN,onpose:un:/ —
0

1
L (a) up= /0 L o= [Arctan(x)]é:%

1+ 22 /1
(b) Soit n € N. Pour tout = € [0, 1], 0 < ff; < 22", Par croissance de P'intégrale, on a : 0 < u,, < ﬁ /1
1 x2n +x2n+2 1 ) 1
9. Soit n € N, par linéarité de Iintégrale, ; Y i L P " dy = .
(a) Soit n par linéarité de l'intégrale, on a : u, + upt1 /0 T 22 x /0 wdr = oy /1
n n n
(b) Soit n € N. On a ka = Z(—l)k(u;c + upi1) = Z(—l)ku;C — (=1)* gy, /1
k=0 k=0 k=0
n
Par un télescopage, ka = (=1D)%0p — (=) = % + (=) upt1-
k=0
n
(c) D’apres la question 1)b), la suite (u,) converge vers 0 par encadrement. Ainsi, ka = % + (=) "upy1 — %
k=0
+oo -
Autrement dit, Zvn converge et Z Uy = 1 /1
n=0
1 1
d) On a |v,| = —— ~ —. Ce dernier terme est le terme d’une série divergente (proportionnel a celui de la série
2n+1 2
n n

harmonique). D’apres les CCSTP, Z |vn| diverge i.e. Z vy, ne converge pas absolument.

/1

Probléeme II : cas particulier d’une interpolation d’Hermite

Soit a € R. On consideére I’application de R3[X] dans R?* suivante : ¢ : P +— (P(0), P'(0), P(a), P'(c)).

1. Soit Pi, P, € R3[X]. Soit A € R. On a p(Pi+AP;) = ((P1 + AP)(0), (P1 + AP)(0), (P + AP (), (P1 + AP2) () e
©(PL+APy) = (P1(0), P{(0), Pi(a), P{())+ A (P2(0), P5(0), Po(r), Py(r)) = @(P1)+ X p(P2). Dot ¢ est une application

linéaire.

2. On a (1) = (1,0,1,0); (X) = (0,1,a,1) ; (X?) = (0,0, %, 2a) et (X3) = (0,0, 3a?). Ainsi :

1 0 0 0
0O 1 O 0
M = Matg «(p) = 1 a o2 o
0 1 20 302
o ol
3. En développant par rapport a la premiére ligne (et ce deux fois), on obtient det(M) = 2% 30| = a?.

4. Or ¢ est un isomorphisme si et seulement si det(M) # 0 si et seulement si a # 0.

5. Notons . la famille de R3[X] suivante : .7 = ((2X + a)(X — a)?,aX(X — )2, (3a — 2X) X2, a(X — a)X?).
0
0

a® 0 0
(a) On obtient directement P = Matg(.%) = 0 o’ 0
# —-3a —-20%2 3a —a?
2 « -2 «
2
(b) En développant par rapport & la premiére ligne (et ce deux fois), on a detg(.#) = a ioé 73 = ol

(¢) La famille .# est une base de R3[X] si et seulement si detg(.#) # 0 si et seulement si « # 0.

On se place a présent dans ce cas i.e. le cas ou a # 0.

a> 0 0 0
0 o> 0 0

(d) On a Mg =Matgz ¢(p) = 000 o o= .
0 0 0 o
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(e) Sans calculs, on a My = Mat z «(¢) = Matg «(¢)Matz, 7 (idg,[x]) = M P.

On vérifie aisément cette relation par le calcul. /1

(f) Comme a # 0, la matrice M = a3, est inversible. On retrouve que I’application ¢ est un isomorphisme. /2

De plus, Matey (1) = (Matg 4 (p)) ' = M1 = 1 P.D’ou

1 1
ot (a,b,c,d) = a+bX + E(—i’)a— 2ab + 3¢ — ad) X% + 5(2@—&—0&7— 2¢ + ad) X?

(g) Application : 'unique polyndéme P de R3[X] vérifiant I'unique polynéme P de R3[X] vérifiant P(0) = P'(0) =1
et P(1)=P'(1)=0est P=¢"%1,1,0,0) =1+ X — 5X2% + 3X3. /1

Probléme III : séries de Bertrand

1
Soit a, B € R. O idere la série de Bertrand —_
oit «, n consideére la série de Bertran Z no ()P
n>2
l—a 1 1
o B n 2
1. Poura>1,ona = (5::) = TDE — 0 par croissance comparée car 1_70‘ < 0. D’ou W =0 <na31>
n-2
1
Or Z F est une série convergente d’apres le théoreme des séries de Riemann ("T'H > 1).
D’apres les CCSTP, Z ———— est convergente lorsque a > 1. /1
ln n)P
1
QT_H a—1 B . 4 1 N 1 1
2. Pour a < 1,0n a —%*5— =n"2 (Inn)” — 0 par croissance comparée car “5= < 0. D’ott —( = 0| ——= |.
n-—=z2_ ne (hl ’n,)’B
n*(lnn)P
Or Z =2y est une série divergente d’apres le théoreme des séries de Riemann ("‘7"’1 < 1).
n
D’apres les CCSTP, Z ——— est divergente lorsque o < 1. /1
ln n)p
3. On suppose a présent que o = 1.
k+1 1
(a) Comme ¢ — (lnt) est continue, positive et décroissante, pour tout k € [2, +oo], / ln(t) kln( 7
1 1
D’ot, pour tout n € [2,+ i.e. In(1 +1 In(In(
U, pour tout n € [2, 400, / tln Zlen i.e. In(In(n + 1)) — In(In( ;kln
1
Les sommes partielles de la série diverge donc vers +oo par minoration. Ainsi, Z ——— est divergente. /1
nln(n)

1
(b) Pour 8 < 1, =B — In~1(n) — 0. Donc

n 1nﬁ (n)

1
1 _ 1 - I ) S s
ATy = © (nlnﬁ(n)). Or E win(n) diverge d’apres la question

1
précédente. D’apres les CCSTP, Z ——— est divergente lorsque § < 1. /1
n(lnn)s
(c) S B > 1. Pour tout k € [3,+o0], ! </k 1dtD" tout n € [3,400]
upposons que our tou 00 < ————dt. D’ou, pour tout n , +oof,
pposens 4 knk)? S Jy t(nt)? P

n 1
Z m < /2 Wdt. Or, & l'aide du changement de variable u = In(t) (In est bien de classe ), on a

/n 1 " /ln(n) 1 q [ U—B+1 :|1n(") 1 ( 1 1 ) - 1
—_— = —du = —_— = — NS .
y 0P fuy @ T | TA ey BT \Mm2P T m(my1) S G- nmop L /2

Les sommes partielles de la série & termes positifs sont majorées. Ainsi, E

1
——— est convergente lorsque 5 > 1.
nln(n)?
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